Concours de recrutement Egreuve d’analyse
Mathématiques Mardi, le 11 novembre 2008
15h-18h

I. 1) Soit 7 la fonction définie par

{f(x)=log,(x+l) si x>0
f(0)=0 '

Etudiez f (domaine de définition, continuité, limites, asymptotes éventuelles,
position de ', par rapport a ses asymptotes éventuelles, dérivabilité a droite en 0,
sens de variation, courbe représentative C, dans un repere orthonorme).

2) Soit g la fonction définie par g(x) =log_,,(x).

Etudiez g (domaine de définition, continuité, limites, asymptotes éventuelles,
position de C, par rapport a ses asymptotes éventuelles, sens de variation, courbe
représentative C, dans le méme repere orthonormé).

3) Résolvez algébriquement dans IR I'inéquation,
log,(x+1) zlog,.,(X).
9 points

IL. Pour chaque valeur du paramétre réel m , on considére la fonction f, définie par

f.(x)=x"+2mIn(x)+m etsa courbe représentative C, dans un repére orthonormé

du plan d’unité 3 cm.

1) Déterminez suivant les valeurs du parametre réel m , les extrema éventuels de f,, .
2) Déterminez I’ensemble des points communs a toutes les courbes C, (meIR).

3) Soit C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonorme d’unité 3 cm.
Calculez en cm?. I"aire du domaine délimité par C,, I’axe des abscisses. la droite
d'équation x=a (0<a<e™) etladroite d’équation x=e™".

4) Démontrez que f, définit une bijection de ]0;+ao[ sur un ensemble J a preéciser.

Démontrez que I’application réciproque de f, est dérivable sur J.

Calculez (1) et (/,')'(2).



5) Démontrez que pour tout réel x e }E “ 1:| , 4<

Déduisez-en un encadrement de f(x) sur E— : l}par deux fonctions affines.

Déduisez-en un encadrement a 0,01 prés de I'unique racine de f,(x).

X
IIL On considére A, = L’ t"cost dt (neIN-{0}).
1) Calculez A, et A,.
2) Trouvez une relation de récurrence entre A, et A, (pour n22).

Déduisez-en A, et A, .
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Concours de recrutement Epreuve d’analyse
Mathématiques Mardi, le 21 avril 2009

15h-18h

™
I Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin(—fj—l—-—].

\/2(x2 +1)

" a) Déterminez I’ensemble de définition de f et étudiez la continuité de f.
Déterminez les asymptotes éventuelles au graphe de f .

b) Etudiez la dérivabilité de f et calculez et simplifiez f'(x).

¢) Utilisez les résultats précédents pour exprimer f(x) en fonction de arctan(x)en
distinguant deux intervalles.

d) Démontrez que la restriction g de f & I= ] - ;1] définit une bijection de I vers
un intervalle J que I’on précisera.

¢) Déterminez g ' (x).

f) Calculez le nombre dérivé de g™ en 0 : - d’abord en utilisant g7 (x),

- puis sans utiliser g™ (x). 8 points

1. Soit la fonction f,, définie par f,,(x)=e™ —€™ etsoit C,, sa courbe
représentative dans un repére orthonormé du plan, a et b étant des paramétres réels
tels que 0 <a<b.

1) Etudiez f,, (domaine de définition, continuité, limites, asymptotes et branches
paraboliques éventuelles, sens de variation et extrema éventuels, concavité et points
d’inflexion éventuels, courbe représentative C,, . Prenez @ = 1 et b = 4 pour le
graphique.)

2) Calculez en fonction des réels a, b et A (0<a<h et A>0)I’aire S du domaine

délimité par C,, , 'axe des abscisses, 1'axe des ordonnées et la droite d’équation

x = —A_ Calculez la limite de cette aire lorsque A tend vers +oo. 6 points
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JIURS D

Mardi, le 10 novembre 2009
15h00 a 18h00

QUESTION | : 4 points
Sdhbncionfdeurf(x)=bt|3%l.

1) Déterminer domf, dom.f, domf' et ensuite calculer f'(x).

x Al { ’zrfL) TS

2) Calculer A = [ cosxIn (tanx) dx. ™ _.{.)N bd - \F/° G
6 s /

=0 cf}"
QUESTION Il ; 4 points ;
SR, L
Résoudre l'inéquation suivante : log, x > log,:(3x — 2), a paramétre réel. > —.) %5 ¥\
S =C & (;)9. “L
QUESTION Il ; 12 points

On considére la fonction f,,, définie par fr, (x) = e* — m(x + 1) ,meR, et on désigne
par C,,, sa représentation graphique dans un repére orthonormé.

1) Faire l'étude de f,,. ( domaines de définition et de continuité, limites, asymptote A, position de e

C, par rapport a A, sens de variation, concavité, tableau des variations ) |2
Tracer C, la représentation graphique de f; .

2) a) Soit M(a, ) € Cy. Etablir une équation cartésienne de T, tangente & C,, au point M. b
Etudier la position de C,,, par rapport a T. ( On pourra utiliser le signe de la fonction f; ) 12

b) CthmKdoCmd'ama—letlepohtHdeAd'atnchsea.
Déterminer la coordonnée du point N, point d'intersection de T et de A.

¢) Calculer I'aire <A du domaine limité par les segments [MH], [HN], [NK] et par

l'arc de courbe KM.

Calculer l'aire A’ du domaine limité par les segments [MN], [NK] et par I'arc de courbe KM.
Vérifier que ces deux aires sont indépendantes de m.
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Concours de recrutement Epreuve d’analyse
Mathématiques - Mardi, le 20 avril 2010

¥ \ 15h-18h

I. Soit g la fonction définie par g(x) = —x +In|x’ ~1].

1) a) Etudiez g : domaine de définition, parité, branches infinies et asymptotes
éventuelles, sens de variation, concavité, tableau de variation, courbe représentative
C, dans un repére orthonormeé d'unité 1 cm. v

b) Démontrez que pour tout réel k distinct de -1, il existe deux réels distincts x, et
x, appartenant & dom g tels que la pente de la tangente a C, aux points
d'abscisses x, et x, soit égale @ k. Exprimez x, en fonction de x, .

‘ 2) Déterminez la primitive de g sur ]—1; l[ qui s’annule en 0 aprés avoir justifié son

existence. % 5+3= 8 points

L
Il. Pour tout réel a ]—w; l , on considére la fonction f, définie par f,(x) = xe***

et C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonorme.
1) Précisez domf, et déterminez les asymptotes éventuelles a C,. vV
2) Etudiez le sens de variation de f, et esquissez C , et C,. v }

3) Soit h la restriction de f, & ]-o;0[. Démontrez que h définit une bijection de , -

|- 0[ sur un ensemble J a préciser. w‘ sest dérivable sur J .

Calculez (h)'(-e ™). Indication: On pourra calculer d'abord h(-1).
3+4%2= 9 points

~’

(—4x + 4x)(2x +Jx+ 3)
4x* -5x* -2x+3
Déterminez domf et calculez les limites suivantes : hm f(x) e(/hm f(

Il. Soit f la fonction définie par f(x) =

PN \ 3 im
. - 22
(b]\b

W
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CONCOURS DE RECR T HE
EPREUVE D'ANALYSE

Mardi, le 9 novembre 2010
15h00 a 18h00

UESTION | : 12 points

—xe2x+1 six<0

|lnf-+-1| —In2 six>0

On consideére la fonction f définie par : f(x) = {
|

1) Déterminer le domaine de définition, le domaine de continuité et
le domaine de dérivabilité de f.
2) Etudier f. ( limites, branches infinies, dérivée, concavité, tableau des variations )

3) Construire C;, la représentation graphique de f, dans un RON. (unité: 2 cm)

4) Soit 2 un réel strictement négatif. Calculer l'aire A(2) de la partie du plan comprise entre Cr.
I'axe des abscisses et les deux droites x = A et x = 3.
Calculer en cm? la limite de cette aire A (1) si 1 tend vers —co.

QUESTION Il : 4 points

Ix—4 x=4 1
1) Résoudre : 5.3z —-11:3*2-13.372 =%

: T Al =% -A
2) Calculer: I= J;i sint - In(1 + sint)dt =5 ~At s 3

QUESTION Ill : 4 points

Soit la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = e:‘l:.

1) Montrer que f est une bijection de ]0; +eo[ sur un intervalie / & préciser.
Indiquer les caractéristiques de la bijection réciproque f~* et établir son expression analytique.

2) Indiquer le domaine de dérivabiiité de .
Calculer (f~*)'(x) et f’(f ~1(x)) , quelle relation y a-t-il entre ces deux expressions ?
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Concours de recrutement Epreuve d’analyse
Mathématiques Jeudi, le 10 février 2011
15h-18h

I. Soit f, (neR’)lafonction définie sur R, par f,(x)=x"-e" lorsque x>0 et
£,(0)=0 et C, sa courbe représentative dans un repére orthonormeé du plan.
1) Etudiez la continuité de f, en O et I'existence d'asymptotes au graphe de f,.

2) Etudiez la dérivabilité de £, & droite en O et le sens de variation de f, et dressez

le tableau de variation.
3) Déterminez les points d'inflexion éventuels au graphe de f,.

4) Représentez graphiquement f, pour n=%, n=1et n=%. 7 points

Il. Soit f lafonction définie par f(x)=(l+x’)s/1-x2 . soit G la courbe

représentative de f dans un repére orthonormé du plan et soit C le demi-cercle de
centre O et de rayon 1 dans le méme repére et situé au dessus de I'axe des
abscisses.

1) Etudiez f : domaine, continuité, dérivabilité aux bornes du domaine avec
interprétation graphique, sens de variation, tableau de variation, extrema éventuels,
représentation graphique dans un repére orthonormé d'unité 2 cm.

Quelle est la nature du point d'abscisse } de G ? Justifiez !

2) Démontrez que la partie du plan délimitée G et I'axe des abscisses a la méme aire
que la partie du plan délimitée par C et I'axe des abscisses. 7 points

Il Soit f lafonction définie par f(x)=arctan(x)+arctan(L).
1) Etudiez f: domaine, parité, sens de variation, représentation graphique.
2) Calculez j'l xzm:tan(t) dt et ensuite _[:amtm({) dt pour tout x>0, aprés avoir

justifié I'existence de ces intégrales. 4 points

IV. Soit f lafonction définie sur R par f(x)=3x +5x* —-x +8x.
Calculez la limite de f en +co. 2 points
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Concours de recrutement Egreuve d’analyse
Mathématiques Mardi, le 31 janvier 2012
15h-18h

I Soit f la fonction définie par £(x) = (x+1) "—’f—i .
x -—

o

1) Etudiez f : domaine de définition, contmuuté bmnches mﬂmes et asymptotes i
éventuelles dérivabilité a gauche en —1 ‘sens de vanahon tableau de vanatnon

extrema, courbe représentative C; dans un repére orthonormé d’unité 1 cm.

2) Soit h la restriction de f a ]——oo;—l]. Démontrez que h définit une bijectioane

]-0;~1] surun ensemble J & précise?. Représentez h” dans le méme repere. La

fonction h™ est-elle dérivable & gauche en 0? Justifiez ! Calculez (h")'(~+2)."

Indication : calculez h(-3). *

3) Soit A la surface du plan délimitée par C, , I'axe des abscisses et les droites

d'équation x=-2 et x=-3. Calculez le volume du solide engendré par la rotation
autour de I'axe des abscisses de la surface A.

4+15+15=7 points

Il. 1) Soit £, la fonction définie par f,,(x) =In|e* ~m|, m étant un paramétre réel
non nul et soit C,, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormeé du

plan.

\J
a) Pour tout réel non nul 7 , précisez le domaine de définition de f,, étudiez le sens

de variation de f,, et déterminez les asymptotes éventuelles a Ko




b) Soit q la restriction de f, & J-w;0[ et p la restriction de f, & ]0;+f.
Démontrez que q (resp. p) définit une bijection de ]-«0;0[ (resp. J0;+o0[) sur un
ensemble I (resp. J) a préciser. Déterminez I'expression analytique de q" etde

./
p~'. Déduisez-en que C, U C_, admet un axe de symétrie que I'on précisera. Tracez

C, et C_, dans un méme repére orthonormé. ™~
2) Soit g la fonction définie par g(x)=(1+¢™)in(1+e*).
a) Démontrez : Vx e ]-1;0[w]0;+o[, In(x+1)<x. <

: F
b) Etudiez g : domaine de définition, branches infinies et asymptotes éventuelles,
sens de variation, tableau de variation, courbe représentative CB dans le méme

repére orthonormé que C, et C .

3) Soit @ un réel strictement positif. Calculez l'aire A(a) de la partie du plan
délimitée par les courbes C, et C, et les droites d’équation x=0 et x=a.

4,5 +45 + 2 = 11 points

. Calculez I: sin®(3x)-cos’(3x) dx aprés avoir justifié son existence.

2 points
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Concours de recrutement Egreuve d’analyse
Mathématiques Mercredi, le 23 janvier 2013
15h-18h

Question1 (2,5+0,5+25+ 1+1+2+1,5=11 points)

Pour chaque valeur du parameétre réel m , on considere la fonction f, définie par

[ (x)= \fmxz —-2(m—1)x+m et sa courbe représentative C, dans un repere

orthonormé du plan (unité : 1 cm).

1) Déterminez le domaine de définition D,, de f, suivant les valeurs du parametre
réel m.Si f, (x) admet deux racines réelles distinctes, comparez celles-ci et

déterminez-en le signe.
2) Tracez C, et C, .
2

3) Déterminez les équations des asymptotes obliques éventuelles & C,, suivant les
valeurs du paramétre me R\{0;3}.

4) Dressez le tableau de variation de f, suivant les valeurs du parametre
meR\{0;3}. .

5) Démontez que la droite T d’équation y = {z—(x+ 1) est tangente & toutes les

courbes C,, (meR).

6) Démontrez que C_, est un demi-cercle. Calculez st fa(x)dx.

7) Soit S la partie du plan comprise entre les droites d'équations x=2, x=4,
y= %(x+ 1) etla courbe C,. Calculez I'aire A de la surface S. Calculez le volume V

du solide de révolution engendré par la rotation de la surface S autour de l'axe des
abscisses.

Question 2 (1 +1,5+1,5+1,5+0,5 =6 points)
Soit f la fonction définie par f(x) = ln(2 +3/e% - 1).

1) Déterminez domf et étudiez la continuité de f .

2) Déterminez les asymptotes éventuelles au graphe de f .
3) Etudiez le sens de variation de f et déterminez le domaine de dérivabilité de f .



4) Démontrez que f définit une bijection de domf sur un ensemble J a préciser.

Tracez le graphe de f et celuide f ' dans un méme repére orthonormé d’unité 2
cm.

5) Déterminez une équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 116%

Sans déterminer 'expression analytique de f ', calculez (f n )'(ln 3).

Question 3 (1,5 + 1,5 = 3 points)
1

1) Soit f la fonction définie par f(x) = e I e
x—1+32x-

41
Calculez J'l f(x)dx aprés avoir justifié son existence.

Indication : poser #* =2x-1.

2) Démontrez que I'équation 2* +3* = 4" admet une seule solution dans K. (On ne

demande pas de déterminer la solution.)
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CONCOURS DE RECRUTEMENT EN MATHEMATIQUES

EPREUVE D’ANALYSE

Mardi, le 21 janvier 2014 de 15h00 a 18h00

' QUESTION | : 8 points
On considére la fonction f définie par f(x) = (x+ Dinjx+1|six#—1letf (-1 =0.

1) Faire une étude compléte de f. ( domaine de définition, domaine de continuité, limites,
branches infinies, domaine de dérivabilité et dérivée premiere, dérivée seconde, tableau
des variations, intersections de la courbe Cy avec les axes de coordonnées )

2) Tracer C;, la représentation graphique de f, dans un RON(0,7,7).( unité : 2 cm )

3) a) Déterminer, lorsqu’elle existe, la dérivée de la fonction F définie
par F(x) = (x + 1)?In|x + 1|

b) « étant un réel tel que 0 < a < 1, calculer l'aire A(a) de la surface S(a) ensemble des
points M(x,y) du plan tels que —1+a<x<0etf(x)<y<0.

¢) Calculer lim,_,+ Ala).

QUESTION Il : 5 points

( /
4

Discuter le nombre de solutions de I'équation suivante selon les valeurs du paramétre réel m et
résoudre I'équation aux cas ou elle admet une solution unique.
(E) = (4—m)(0,2)* + 2m — 6)y/(02)* —4m+12=10

V QUESTION Il : 4 points
Un flotteur a la forme d'un solide de révolution engendré par la rotation autour de (0x) de la
surface délimitée par (0Ox) et la représentation graphique de la fonction f définie sur [0, 7] par
f(x) = sin® G) cos G) Déterminer la valeur exacte du volume du flotteur.

/ QUESTION IV : 3 points

— h* i
On donne la fonction f définie par f(x) = {x3 f bez i zz i g avec a € R et beR; — {1}

Déterminer a et b pour que f soit continue et dérivable en x = 0.
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Concours de recrutement en mathématiques
Epreuve d’analyse

Mardi, le 30 janvier 2018
de 15h00 & 18h00

Question 1 (6 points)

1
(a) Résolvez Iéquation  zl*~Y = /=

—1+e§
(b) Calculez l'intégrale / (14 z)*sin [In(1 + z)] dz
Jo

(c) On donne les fonctions f et g définies sur R par f(z) = z%+ 1 et g(z) = €*=.
Tracez les courbes représentatives Cy et C, des fonctions f et g. (RON; unité lcm)
Déterminez le volume du solide obtenu en faisant tourner la surface fermée délimitée par
Cy, C, et la droite d d’équation z = 1 autour de 'axe (Oy).

Question 2 (7 points)
On donne la famille de fonctions f, définies sur R par f,(z) = (z — 1)v/az + 1 olt a est un

parametre réel.

(a) Etudiez la dérivabilité de f, et précisez le domaine de dérivabilité en fonction de la valeur
de a.
Pour les valeurs éventuelles en lesquelles f, n’est pas dérivable, donnez l'interprétation
graphique des résultats trouvés.

(b) Pour a = —4, calculez Paire de la partie du plan délimitée par la courbe de f,, 'axe (Ox)
et les droites d’équations = = 0 et z = 1.

Question 3 (7 points)

Soit la fonction g définie sur R — {0;2} par g(z) = zln|z| — (z — 2)In|z — 2|.
Etudiez les variations de la fonction g et déduisez-en le signe de g(z).

Soit la fonction f définie par f(z) = lnlfl;ﬁl :

(a) Déterminez le domaine de définition de f. Calculez les limites aux bornes du domaine
et précisez les équations des asymptotes éventuelles.

(b) Déterminez la dérivée de f et établissez le tableau de variation de f.

(c) Esquissez la courbe représentative de la fonction [ dans un repere orthonormé
(unité: 1 cm).



CONCOURS DE RECRUTEMENT EN MATHEMATIQUES

EPREUVE ORALE
2018

1) Définir les notions suivantes : fonction, application, injection, surjection,

bijection.

3x-2
4x+1°

2) On donne la fonction fdéfinie par f(x) =
a) Déterminer des ensembles A et B « aussi grands que possible » tels que la
restriction de fa I’ensemble A, notée £, soit une bijection de A vers B.

b) Déterminer une expression de la réciproque f~1 de la fonction f.

3) On donne la fonction g définie par g(x) = x* —x — 1.
a) Déterminer des ensembles A et B « aussi grands que possible » tels que la
restriction de g & I'ensemble A, notée g, soit une bijection de A vers B.
b) Déterminer une expression de la réciproque §~* de la fonction g.

c¢) Faire la représentation graphique des fonctions g et g~ 1.

4) On donne la fonction / définie par h(x) = 3 — Vx? — 4.
a) Déterminer des ensembles A et B « aussi grands que possible » tels que la
restriction de / & [’ensemble A, notée h, soit une bijection de A vers B.
b) Déterminer une expression de la réciproque h~* de la fonction A.
¢) Compléter: Vx €--:hoh ™ (x) ="
Vx €-:h *oh(x) =




