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EPREUVE ECRITE I (ANALYSE)

‘ROBLENE
. probléme a pour but 1'étude de la famille des applications de TR,
lans TR définies par : x?
=2 *
fm(x)=x+mxe2 , méeIR

*t des courbes C_ d'équation v = fm(x) dans un plan muni d'un repére

>rthonormé (0, T, 7). (On prenira 2 cm pour unité graphicue)

it @@ R’ -{1] — R

2

MlN

e

xz- 1l

x t —~+

1 Paire l*étude de la fonction P . (Branches infinies, dérivée, table
- de variztions)
2) Représenter graphiguement la fonction =

. ¥
Discuter graphicuement suivant les valeurs dem (meR)
le siegne de lf(x) -m.

(1a discussion mettra en évidence, entre autires, le nombre

N =
®
LV V)

que 1l'on désignera par m )
3) Etudier les variations des fonctions f + L'étude du signe de la
dérivée utilisera la fonction ¢ .« Donner les tableaux de variations
4) lontrer cue les courbes C, admettent une meme asvmptote A et étudie

la posrition de cin par rapoort 2 A .

5) Représenter sur un meme graphicue €y +CpeCypeCy etC 5.
6) Démontrer la relation : °
. 2 Yooy _ o3
VreRye + Q- (x) = xf(x)-x (R)

1, 50it L 1'ensemble des points das courbes Cm guand m décrit TR'.
od 1la tangente & la courbe est paralléle 2 (0, T).
"Montrer, en utilisant la relation (R), gue L est une partie d'une
courbe " dont on donnera une équation cartésienne. Etudier
bridvement la fonction dont L est la courbe représentative (asympto
dérivée, tableau de variations) et construire L’ sur le graphique
orécédent. A

8) Que deviennent lem courbes C_#i f est définie sur TR 2 (au lieu
d'2tre définie sur R, )
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Probléme

Soit m un paramétre pouvant prendre toute valeur réelle. Pour chaque valeur de m on considare
la fonction f, de R dans R définie par :

2(x~m)

|x-m|+m

[nx) =
A 1) Déterminer suivant les valeurs de m

- 'ensemble D, des points od f, est définie

- Pensemble C, des points od f est continue

- ensemble Fj, des points od f, est dérivable

2) Soit 'y la courbe représentative de f, dans un plan affine rapporté a un repére
orthonormé.

2) Quelles sont les asymptotes de [, ?

b) La courbe admet-elle un centre de symétrie ?
¢) Etudier les variations de f. '

d) Représenter graphiquement I, [y, et I’ 1

3) a) Moantrer qu’il existe un unique point commun A toutes les courbes l"m correspondant aux
m strictement positifs.

b) Montrer que, pour chaque m strictement positif, il existe une application affine
transformant ['y en T’y et T, en I,

B Dans cette partic m est strictement positif.
a
1) a) Calculer I'intégrale f [2-fm(x)]dx, ol a est un réel vérifiant O<m<a.
0

b) En déduire que, a étant fixé, cette intégrale tend vers une limite lorsque m tend vers
0 par valeurs positives.

-2) Soit un entier p22 :
m
a) Montrer que, pour chaque m>0 : f [2-f5(x)]Pdx < 3Pm
0
(sans chercher i calculer I'intégrale)

a
b) Caleuler [ [2-f;(x)]Pdx lorsque 0<mSa
. m

a
¢) En déduire I'existence et la valeur de  lim [ [2-f5(x)]Pdx
m—>0* Vg
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Epreuve d’analyse

Exercice 1

Soit la fonction £, définie Vx €IR] de la fagon suivante:

1
(x)=(1+x*) avec aelR"
C, est la courbe représentative de £, dans un repere orthonormal (O, 1,7 )

1) Etude des limites de f, aux bornes du domaine, des asymptotes et des
branches infinies de C,.

2) Montrer que f, peut étre prolongée par continuité en x = 0 par une fonction
g,. Dérivabilité de g, au pointx = 0.

3) Variations de f,.

4) Représenter sur le méme graphique les courbes C_, , C, , C, et Cl ;
2

(10 pts)
Exercice 2

1) Calculer et discuter suivant les valeurs des paramétrespetq:

IZPE sachant que (p,g) e IN?
x=>0 X — qux




2) Calculer 'intégrale suivante:

3) Soit la fonction /' définie de la fagon suivante:

x

o 7 2 ona

Déterminer a et b pour que 1 soit dérivable au point x = 1.

(4+3+3pts)
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I. Le plan P est muni d'un repére orthonormé (O,_;,_j). (unité = 2 cm)

Soit la fonction f, définie par fp(x) = x - e™X (n6N°) et soit C, sa courbe représen-

tative dans le plan P.

1) Etudier fy : branches infinies, variations; construire C, .

2) Etudier la position de Cp,, par rapport & C, ; montrer qu'il existe un seul point commun
3 toutes les courbes Cp i tracer C, sur le m@me graphique que C, .

3) « étant un nombre réel donné non nul, calculer, sa cm?, laire (géométrique) A(x) de
la portion du plan comprise entre les courbes Cp, et Cp., et les droites d'équations res-
pectives x = 0 et x = o ;
déterminer ensuite en fonction de n : lim &)

-0

4) A chaque point M d'abscisse x de C, on associe le point N, de m@me abscisse, situé sur

la droite D d'équation v = x.

On pose MN = 8n(%) . Exprimer g,(x) en fonction de x et calculer

Sn(k) = gn(0) + gu(-1) + gp(-2) + - * - + gp(-k) (keN)

Déterminer, en fonction de n, lim Sy(k)

+ 0O
11 points sur 20
IL.

1) Définir la fonction Arc sin et montrer que la dérivée de cette fonction est :
1

(Are sin x)’ = Vi we Jx] <1
- X

VX!-}-I

2) Soit la fonction f définie par f(x) = Arc sin

+ déterminer le domaine de f et celui de f

« calculer f'(x)

1
3) Bvaluer lintégrale 1 = [ —Y,—sz dx

0

4) Simplifier I'expression de la fonction g définie par g(x) = Arc sin (cos x) si x€[0, 2r]

Indication : on pourrait calculer g'(x) = ..

9 points sur 20




Concours de recrutement en mathématiques
10 novembre 2000 (14% — 17%0)
EPREUVE ECRITE I (ANALYSE)

L. Soit f la fonction définie par f(z) = ’%‘_Fai z € [-1;0[U]0;1]
et f(0) =0.

1) Etudier la parité de f , la continuité de f et la dérivabilité de 7.
2) Déterminer le sens de variation de f . -

3) Démontrer que f définit une bijection de [~1; 1]sur [~1; 1].
Déterminer I'expression de f~(y) pour y € ]0;1[.

4) Montrer que pour tout y € [-1;1], f~(—y) = —f~(y).

En déduire I'expression de f~*(y)pour y € |—1;0[. N,
5) Déterminer l'intégrale ! f(z)dz aprés avoir justifié son existence.

I1. Soit f la fonction définie par f(z) =Inz—z-In (1 e i)sur 10; 00|

et h la fonction définie par h(z) = Inz — 1 sur ]0; +oo|.

1) Montrerquepourtoutz€]0;+oo[,0$z-1n(1+i) <1

(On peut utiliser I inégalité: ¥z € ]0; +o0[,In(z) <z —1).

En déduire I'encadrement: Vz € ]0; +oo, k(z) < f(z) < Inz.

2) Calculer la dérivée et la dérivée seconde de f et les limites de la dérivée

en 0 et en +o00.En déduire le sens de variation de f.

3) Soit I et J deux intervalles inclus dans IR, u et v deux fonctions
continues,strictement croissantes sur I et telles que J = u(J) = v(I) et

pour tout z € I,u(z) < v(z). :

Démontrer que: Vy € J,v~(y) < u~(y).

(On pourra p.ex. comparer u~(u(z)) ; v=}(v(z)) et v~ (u(z)) pour z € I J

4) Utiliser les résultats établis sous 1) et 3), pour

montrer que: Yy € IR, e¥ < f-1(y) < ev*1.

En déduire un encadrement de f~!(In10). 7
5) Démontrer que pour tout a € J0; +00[,a**! > 10-(a+1)* & a > f~*(In10).
6) Soit pour tout réel a > e, g, la fonction définie sur [a; +00]

par go(z) = a® - z7* Démontrer que g, est strictement croissante sur [a; 400 -
7) Démontrer que pour tous les entiers naturels a et z, si a > 28 et z > 289t,2
les écritures décimales de a* et z° ont le méme nombre de chiffres alors z = a. .

Répartition des points: 9 ; 11




Concours de recrutement en mathématiques

Epreuve d’analyse

7 novembre 2001
{14h30-17h30)

l. Soit f la fonction numerique de variable réelle x définie par:

f(x)=%—lnx—xlnx+ X

1. Eludier f (ensemble de deéfinition, limites, branches infinies de la courbe
représentative (Cy),, fonction dérivée (*).sens de variation, tableau de variation).

(V-)On montrera que I'équation '(x)=0 admet une solution unigue notée X, . Justifier 1<x, <1,2. Pour étudier le signe de ",
on paurra utiliser .

2. Prouver que:

0< f(xo)-f( 1)< (%, - 1)- (1) £ 0,2- f(1).
En déduire un encadrement de f(%a). ‘
1) 1
Il. 1. Soit ¢ ia fonction définie par: q;(x)=(1 + ;)e" +1
Déduire de I'étude des variations de ¢ le signe de .

J 0 si x=0
2. Soit g la fonction définie par:g(x)=

, si x=0
1+ex

a) Etudier la continuité et |a dérivabilité de g en x, = 0.
b) Deonner le sens de variation de g et préciser les branches infinies de (Cg).

¢) Représenter graphiquement la fonction g.

lL. Pour tout entier nature! n, on note hs l'application de [0;1] dansIR définie par:

fx"w'1 -X si neN*
ha(X)= 1 :
T-x sin=0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de h,,.

2. Donner, suivant les valeurs de n, le tableau de variation de h,.

Dans un plan rapporté a un repére orthonormé, tracer les courbes (Co). (Cy) et (Cy)
représentatives de h, , h, et hy .
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EPREUVE ECRITE I (ANALYSE)

L. ' Partie A (S points)

1) Soit g la fonction définie sur J0j+e0( par g(x)=1+x* =2x* Inx.

a) Etudier g (limites, variations, tableau de variation).

b) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une seule solution A et vérifier que 1,8<)<1,9,

¢) Déterminer le signe de g(x).

2) Soit & la fonction définie sur J0;+eo| par #(x) = lln 2
+X

a) Etudier 4 (limites, asymptotes, variations, tableau de variation).

b) Montrer que A(A) = q—}\; . En déduire un encadrement de ().

7"

—

¢) Tracer la courbe représentative de 4 dans un repére orthogonal en adoptant 1 cm pour unité
sur I’axe des abscisses et 4 cm pour unité sur 'axe des ordonnées.

PartieB (6 points)
Pour toutréel x b;+oo[, on pose: H(x)= j lx h(t)dt ,avec h(r)= %
On ne cherchera en aucune maniére de calculer Hx).
1) Préciser H'(x) aprés avoir justifié I’existence de Hx).

Soit F la fonction définie sur J0;+<of par F(x) = H(-l—)
x

Calculer F (%) pour x > 0. En déduire que pour tout x > 0, & (x) = H(-l-) ‘
x

Int Int
2) Démontrer que: V21, Sht)s—.
) q a+n h(1) "
. ) zInt _* Int
Pour tout rée] x e ]),+co[, on pose: U(x) = L —tz—dr et V(x)= L a0

Calculer Ufx) et V(x) aprés en avoir justifié I’existence.
En déduire un encadrement de HR).

l _
3) Calculer une valeur approchée de H (%J en calculant _[ 2 p(r)dr, p étant la fonction affine
|

définie par p(1) = A(1) et p(%) = h(%)
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Comsauss. do romwinment Epreuve d’analyse
M'th' 1 M
— Mercredi, le 6 novembre 2002-10-30
15h-18H

f, % £, (%) = - (n&N¥)
. Soit: VX +1

. — l | —
fo .XHfo(X)—m

1. &) Pour n entier naturel non nul, étudier la parité, les iimites aux bornes
de I'ensemble de définition et le sens de variation de f, .

b) Trouver Iim Lx) (n e N*).
x

X =0

Donner la nature des branches infinies des courbes (C, ) représentatives
des fonctions f, (n entier naturel non nul).

c) Etudier I'existence de points fixes aux courbes (C,)(n en}ier naturel non
nul),

d) Gonstruire les courbes (C,),(C,), (C,) (unité : 2om)

1
. 2 Onnotel = j f, (x)dx (n entier naturel)

a) Montrer que la fonction F définie par F(x)=in(x +~/:\ +1) est
une primitive de f,. En déduire I, .

b) Calculer T, .
[ ) Démontrer que, pour n entier naturel supérieur ou égal 82 :

0L EV2-@-1)L, emeld  ViRE

En déduire 1, et I,. A

3. Pour n entier naturel non nul, on note g, la restriction de £, & l'intervalle
[0:1]).
a) Etudier I'existence de I'application réciprogue de g, .
b) Construire les courbes représentatives des fonctions.
g et g
c) Déterminer g et g7'.

(10 points)
I Soit h la fonction définie par h(x)=4* - 2**',

1. Etudier h (ensemble de définition, limites de h aux bormes de
l'ensemble de définition, branches infinies de la courbe (C,)

représentative de h dans le plan rapporté & un repére orthonorme.
fonction dérivée et tableau de variation ; tracé de (C, ).

2. Déterminer graphiquement et algébriquement le nombre de solutions
de I'éguation h(x)-a=0.

(5 points)




f

¥}

M. Soit @ la fonction de variable réelle x définie par :

x ’
o(X)= j\/t +]1.e7'dt xe [—1;+°°[
-i
(N.B. On ne cherchera pas @ calcuier @(x).)

On note T la courbe représentative de @ dans le plan rapporté aun repére
orthonormé.

1 Déterminer o', DaAREr 1€ s&8ns de variation de ¢.

2. Démontrer que site [— 1;+oo[, alors Yt+1< -t:—?'-
242
Ef déduire que :

(vx e [-Lo)) o) < kix) avec k(x) = -255 [es3ee

Déterminer K(x) et en déduire que : k(x%% " (Yxe [-- l;am[)

3. Donner l'allure de la courbe I et préciser sa demi-tangente en x,= - 1 El

droite.
. (5 points)
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L. On considére les fonctions f,, définies par f,,(x) = Jl—-+_rn_— oll m est un parametre réel.
)0/Montrer de deux maniéres différentes qu’il existe un seul point P appartenant 4 toutes les

Colrbes représentatives Cp e f,, datis un repére orthonotme. Etudier le sens de variation de
fm. Construire C.y, Co, C1, G2«

Soit m > 0. Calculer 1'aire géométrique A(m) du domaine limité par Cy, et les axes du repére
orthonormé. Montrer que parmi les C,, envisagées il existe une courbe limitant un domaine
d’aire minimale.

3) Soit m > 0. Quel doit étre m’ pour que Cy et C' se coupent & angle droit ? Calouler 'aire
géométrique B(m) du domaine limité par Cn, Cm et I'axe des abscisses du repére orthonormé.

Pour quelle valeur de m aire B(m) est-elle minimale 2 | 1 (>¢-A) 5

2

IL 1) Soit I, = [| ~——1 |dt et pour tout k< IN", I; = t kt)dr -
» °--[’.2n et pour = ,,—f-?;—rcos() :
A Calculer Io-et I pour tout keIN".

L1 = t?
b) En déduire tout ne IN"; =—d4 | | —~tle,(H)dl
2 ) uire que pour tout n € hz.':'k’ = E(ZII )e.,()

ouc,(?) =§+2cos(ld) pour tout 7 € [0;7:].

k=)

2) 'Démontrerqucpomtousréelsaetb, 2.cosa-sinb =sin(a+b)—sin(a-b).

Démontrer par récurrence que pour tout n € IN'ettoutte[O;x], ./:,“"”‘f

i d 1 P
€;(1)-2-sin— = si =)t
) > 81n((n+2) )

)éf Démontrer que pour tout n & IN", la fonction de ]0;z]dans IR qui a ¢ associe

sin((n+-;-)‘t)

2-sin —

peut étre prolongée en une fonction s, continue sur [0;7:].

2

&1 » t
En déduire que pour tout ne IN" —_—=— —_—t rdr .
4 En asduire que po Sk [t

\_‘\L_

=




X
nm. 1 *application de |0;x | dans JR qui & ie —— peut étre
))}YDémntrerquelapp ion e] x| dans IR qui & x associe T pe

prolongée en une fonction f continue sur [O; T [
x
1+cosx

b) Démontrer que pour tout xe]O;%], 0 f'(x)s
En déduire la limite de f"en 0. )
2)gy Sot I fonction définie sur [0;7]par g() = (-2';—1) : f(%) .

Aprés avoir justifié que g est dérivable sur ]O;x], exprimer g'(r) en fonction de
F5)et £/63) pourtout 1 € |05z ] et caleuler limg'().

En déduire que g est dérivable sur [0:7].

b) Démontrer que pour tout ¢ € [0; 7], |g'(t)|$£4il-.

1 10
3) Démontrer tout ne IN*, £)-sin| (n+=)-1 | dt | £ ——.
) que pour tout n & Ifg()sm((n 2)) ‘ el

Aide : Utiliser le résultat établi sous 2b.

e s e

Répartition des points : 8 =4,5+1,5+2 ; §=2+3 ;7 =2,5+2+2,5
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Concours de recrutement Egreuve d’analyse

Mathémati
a ques Jeudi, le 13 novembre 2003
15h-18h
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Sty W!n D Wi

(nelN")

| Soient les intégrales :

~
<
I

[}

S a

wr

e

COsX

x

3
1. Déterminer l'intégrale Isin" xcosxdx {(ne/N"). En déauire en fonction de n la
0

différence :/,,, - 7,.Calculer I,,I et I

hhﬂ»m
2. On considére la fonction : ; .
X - F(x) = ln[tant;x. + .’Z)-l
2 4]
Montrer gue la fonction F est une primitive de la fonction f définie par
3 f(x)= 1 .
COS X

En déduire I, I, et I, .
(4 points)

il. Soiltf la fonction de variable réelle x strictement positive telle que :

f(x) = x\/-eé—-l_

et (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (unité : 2cm).

1. Soit g la fonction définie par g(x)= 1 - x - ¢™* (x20).

. + Donner le sens de variation de g st sa limite en + .
" En déduire qu'll existe un unique réel a strictement positif tel que g(a)=0 et prouver

que 21-22 =< a < |, Etudier le signe de g(x) et établir 'encadrement : 0,79<xa <08 J

¢

2. Justifier la dérivabiiité de f sur ]O,+co[ et montrer que pour tout x>0,

) 3 "2 3 1
fi(x) = [e‘ -1] e* - g(=).
- x

En déduire les variations de f.
3. Montrer que pour tout réel x strictement positif

~

In f(x) =§(l - xlnx)-e—-l:—ln(l -e *). Endéduire la limite de f en 0.




4. Etablir que pour tout t de [0;]] 0ge' ~1set.
En déduire que pour tout t de [0;1] cqetse' S+t %-t’
Utiliser cet encadrement pour démontrer que pour tout x22 !
~ osfExf ~2x < 2e.
Soit ¢ la fonction définie sur ]0;+=o[ par @(x) = J2x . Déterminer le signe de f- ¢ et sa
limite en +. Interpréter graphiquement ces résultats.

5. Donner le tableau de variation de f et tracer (C;)

{7 points)
111, Soit la fonction numeérique { définie par :

. D

r
£(x) s xe{-’i,n'
sin X 2 ‘_

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f-' . dont on précisera |'ensembie de
définition.

2. Trouver 'ensemble de dérivabilité de ™' et déterminer ().
2
3. Calculer I= I .
i Wt =1
3

(4 points)
[V, Etudier et représenter graphiquement h définie par

1+;1(—‘ (x & R={0,~1} et h(0) =1

(domaine de définition, continuité, dérivabiiité, limites aux bornes de l'ensemble de
définition, fonction dérivée et sens de variation,, représentation graphique)

h(x) =

(5 points)

Lb k& [9/"3‘ ce <4 +¢-€ gels. Q.
= Qtsﬁ é@_ g_
2 4 = - L & ; -u:iX( -
(Reer\E=dx = R e Lt Bl e-i)
ée,-_)i.

1-4< » X VTET T
= < & 1LA~~€(:¢\ LVz1e >CO .

Lo @) - x (@g_) o

— D )

i

\/ t

—%
" sia
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Concours de recrutement en mathématiques
22 avril 2004 (15.00-18.00)
EPREUVE D’ANALYSE

1Y 2

;’—) 3 x*+1-

Etudier le sens de variation de 2 Demontrer qu’il existe un unique réel @ > 0 tel que
g(e ) =0. Vérifier que 0,5 < a <0.6. Préciser le signe de g(x) pour x> 0.

7 \

B) Soit fla fenction définie sur JR par f(x)= xlnLl +—1—,-J six#0et A0)=0.
' e

1. A) Soit la fonction g , définie sur ]0; +oof, par g(x)=In (1 +

1) Etudier a parité de /. Calculer lim x- f(x). En déduire lim f(x). Etudierla

continuité de f et la dérivabilite de fen 0. Etudier le sens de variation de f et dresser
le tableau de variation de /.

2) Démontrer que pour tout réel x de [0,5, @], 0 f'(x) < f'(0,35).
Appliquer le théoreme de I"inégalite des accroissements finis pour démontrer que

0< fla)-f(0,9)= T%f '(0,5) Donner une valeur approchée de fla)a 10 prés.
3) Tracer le graphe canésien Gy de f dans un repére orthonormé du plan (unité :2 cm).
4) Aprés avoir justifié I"existence d¢ l'intégrale J(m) = j: » F(x)dx pour tout réel m,

calculer J(m) pour m # C. Déterminer ensuite J(0). Préciser le signe de J(m) suivant les
valeurs du réel m

IL Soit @ un réel non nul. On considére les fonctions 7, définies sur 10, +oof, par
i

fu@=(1+x*)7.

1) Montrer qu'on peut prolonger f, par conilinuité en 0, soit g, ce prolongement.
2) Erwdier la dérivabilité de g, en 0.

3) Brudier le comportement de f, en +w.

4) Erudier, en utilisant les variations des fonctions logarithme et exponentielle, les
variations des fonctions f,

5) Esquisser ’allure des courbes représentatives de f, .

n-x-1
(+x-lnn)-(i+n x"-inn)
A B-x+C
Tex.nn l+n-x-nn’

IIL Soit n e IN", caleuler 1, = [ 7, (x)dx avec /,(x)=

On pourra déterminer trois réels A, B, C tels que f,(x) =

Calculer im I et :_121‘ f.(x)

Répartition des points : 873 S
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Conéours de recrutement Epreuve d’ana|yse
Mathématiques :

Jeudi, le 11 novembre 2004

15h-18h

I. Soit n un entier naturel.

On considére f, définie par:

£ (x)= nx+xlnx :?:ix>-0
0 six=0

1. Préciser I'ensemble de définition ; étudier la continuité et la dérivabilité de f, adroite en 0.
2. Etudier les variations de f, et la limite de f, lorsque x tend vers +w.
3. Pour A>0, déterminerI_(A) = :ffn (x)dx puis fi.’%’ I,(A).
4. Tracer la courbe (C, ) de f, dans le plan rapporté a un repére orthonormé.
1

5. On note « et § les solutions respectives des équations fox)=1et fy(x)=1+-.
e

Donner un encadrement de c. et & 2-10™ prés.

6. Soit t un réel strictement positif. Discuter, suivant les valeurs de t, le nombre de solulions de
I'équation £ (t) +f,(x)=1.

(5 points)

IL. Soit g, (k € R) la fonction de variable réelle x telle que :
g, (x) =kxe™
et (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (unité : 2,5cm).

1. Préciser g, et (C,)

2. Pour k>0, étudier les variations de g, et les limites aux bornes de I'ensemble de définition.
Etudier les éventuelles branches infinies et tracer ( (C,).

3. Montrer que g, (x) =g_, (—=x) et en déduire un moyen de tracer, avec k>0 (C_,) a partir
de (C,). Dessiner (C_,) .sur le graphique précédent.

4. Montrer que les courbes (C,) passent toutes par un méme point que I'on déterminera.
Donner une équation de la tangente & (C,) en ce point.

5. Pour k#0, déterminer une primitive de g, .
1

k
Onpose: A, = ng(t)dt. Calculer A, et klim A,.
5 —
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Concours de recrutement Egreuve d’analyse
Mathématiques Jeudi, le 21 avril 2005
14.30-17.30
(In x)”

I. Pout tout n € IN", on considére la fonction f, :x

x2

1) Etudier les limites aux bornes de I’ensemble de définition et le sens de variation de f, .
2) Pour tout n & IN", on pose J,(x) = rf,,(r)dl :

a) Calculer .{' (x) aprés avoir justifié I’existence de J,(x).

n+l
Démontrer que pour tout n€ IN", J,,,(x) =———(El-i+ (n+1)-J,(x).
x

En déduire J,(x).
b) Calculer I’aire en cm? de la partie du plan comprise entre les courbes
représentatives de fj et 2 et les droites d’équations x = 1 et x = ¢* dans un repére

orthogonal ( unités : 1 cm sur I’axe des abscisses et 5 cm sur I'axe des

ordonnées).
¢) Démontrer que pour toutn € IN', 0<J (e) 1.

(6 points)

IL. 1) Soit T la tangente en le réel @ au graphe de la fonction exponentielle.
Démontrer que la droite T, est tangente au graphe de la fonction logarithme
népérien si et seulement si (@ -1)-e*—a-1=0.

2) On considére la fonctign fixm(x=1)-e"—x-1.

a) Démontrer que I’équation £'(x) =0 admet une seule solution dans /R, que
I’on notera A et que f(B)=-f—¢’ etf>0.
b) Démontrer que I"équation f(x)=0 admet deux solutions dans IR, que I’une

des solutions, notée a, appartient a I’intervalle I = [-2 ; -1] et que I"autre solution

vaul —a.
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Concours de recrutement Egreuvg d’analvse
Mathématiques Vendredi, le 18 novembre 2003
15h-18h

W

4
1 e

A On considére la fonction f définie sur ]—o0;1 par f(x)=(1 x)‘. e

1) Etudier 1
oLl Y a)limites de f aux bornes de "ensemble de définition,

"U L

\\ b) dérivabilité de fen 0, sens de variation de f, tableau de variation,
~ ¢) courbe représentative de if .

2) Soient p et g des nombres rationnels tels que p>1 et prq+1=0.

Démontrer que pour tout réel x €)0;1[,

Ft"‘ (1-1)""dt =—1—(x+q)x’(1—x)“ s |
2 rq Pq

En déduire lim [i f@ar .
2

(5 points)

L On considére la fonction /, définie par h(x)=(x-a)* (a& R").

1) Déterminer I’ensemble de définition de A, .

2) Montrer qu’on peut prolonger h, par continuité en a, soit f, ce prolongement.
3) Etudier les éventuelles branches infinies de 7, .

4) Etudier la dérivabilité de f, ena.

5) Pour @ >0, étudier les variations de f, et esquisser |'allure des courbes

représentatives des f, .

(8 points)




1. Soit J, =r(tant)"dt (ne N )avec cosf #0 pour tela,x].

1) Calculer J, et J, .

2) Pour n 23, calculer J, +J__, . En déduire J;.
(4 points)

IV. Etudier suivant les valeurs des paramétres réels m et p la limite suivante :

lﬂ(\[; + px* +x+1+mx~/x+2)

(3 points)
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Concours de recrutement Epreuve d’analyse

Mathématiques Mercredi, le 25 avril 2006
15h-18h
o Y
: “"W
: -t .
L Soit f la fonction définie par f(x)= x *six>0et f(0)=0. &,‘«‘ Né’ob
£ Brdin 1a cantinuits et 1 décabiing de £ O("g’ 5
J)—x

2) Calculez lim et étudiez I’existence d’asymptotes au graphe cartésien de f.

Inx
3) Etudiez le sens de variation de / et représentez f dans un repére orthonormé.

4) Démontrez que f posséde une application réciproque /™' définie sur un ensemble J

& déterminer. Etudiez la dérivabilité de /™. Calculez (™)' (1). 5 points

II. Soit / la fonction définie par f(x)= Jx-e*.
1) Etudiez f (limites ; dérivabilité en O ; sens de variation ; concavité ; points
d’inflexion éventuels ; courbe représentative Gy ).

2) Utilisez le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, pour encadrer f sur

[%; 1} par des fonctions affines. Encadrez J-: f(x)dx a 0,025 prés. L
2

III. Pour chaque valeur du paramétre réel m, on considére la fonction f,, définie par

£, (x)=+mx* +x+1 et sa courbe représentative C, dans un repére orthonormé du plan.
1) Déterminez |’ensemble de définition D, suivant les valeurs du parametre réel m.
2) Déterminez I’ensemble des points communs a toutes les courbes C, (meR).

3) Démontrez que pour chaque réel non nul m, la courbe C,, admet un axe de symétrie.

4) Déterminez les équations des asymptotes obliques éventuelles. 6 points

IV. Calculez les intégrales suivantes apres avoir justifié leur existence :

2 (x-1)° o T
A= || —=—=dx C= |2 VJ1-cosx dx
j‘;\/s—zx = i

2 _1 L z 2 -
B= J: xx -e* dx D= L“ (sin” x)-(cos3x) dx 5 points



Concours de recrutement B A ' WE_[_)wré'li.Vé ﬂ’ahaixse
Mathématiques Mercredi, le 3 mai 2006

15h-18h

P
1. Soit f la fonction définie par f(x)= X *gix>0et f(0)=0.
1) Etudiez la continuité et la dérivabilité de f.

2) Calculez lim J-x et étudiez I’existence d’asymptotes au graphe cartésien de f.
x> Inx P

3) Etudiez le sens de variation de f et représentez f dans un repére orthonormé.

4) Démontrez que f posséde une application réciproque f ! définie sur un ensemble J

4 déterminer. Etudiez la dérivabilité de /™. Calculez (f7)'(1). 5 points

II. Soit f la fonction définie par f(x)= Jx-e*
1) Etudiez f (limites ; dérivabilité en O ; sens de variation ; concavité ; points
d’inflexion éventuels ; courbe représentative Gy).

2) A Paide du théoréme de I’inégalité des accroissements finis, démontrez que pour tout

réel xe[%;l] zel(x-——;-J —JI—E_—sf(x)<—J§= Encadrez I—I f(x)afx 40,025 pres.

4 points

III. Pour chaque valeur du paramétre réel 7, on considére la fonction £, définie par

I, = \/;zxz—-l-;+—l et sa courbe représentative C,, dans un repére orthonormé du plan.
1) Déterminez I’ensemble de définition D, suivant les valeurs du paramétre réel 7.

2) Déterminez I’ensemble des points communs 4 toutes les courbes C,, (meR ).

3) Démontrez que pour chaque réel non nul m, la courbe C,, admet un axe de symétrie.

4) Déterminez les équations des asymptotes obliques éventuelles. 6 points

IV. Calculez les intégrales suivantes aprés avoir justifié leur existence :

1y 2
I «(/J;—_ﬁ C=J':3{\/1—cosxdx

1 2 e
J~2_x__ e* dx D= _[o“ (sin’ x)- (cos3x) dx 5 points
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Concours de recrutement, session printemps 2007, spécialité : Mathématiques
Epreuve d’Analyse (15-18 h, jeudi le 3 mai 2007

Question 1: (5 points)

Soit h un réel strictement positif.
On pose x, =kh pour k=123

h
Caleuler lintégrale |= [|x(x—x,)(x=x;)(x =X, )| dx .
~h

Question 2 : (12 points)
Soit €} le graphe de f, : x = f,(X)=2Ae* +x* +2x+2, L eR.

1) Etudier lim f(x).
X< 40

Démontrer qu'il existe une fonction g telle que
lim (f,(x)—9g(x))=0 pour tout réel A .
X~y —00

2) Calculer f, '(x).

Démontrer que y=f, (X) et y'=f, '(X) vérifient quel que soit le choix de A, une
relation de la forme F(x,y,y')=0 a déterminer.

En déduire I'ensemble des points de &, ol la tangente est paralléle a I'axe
des abscisses.

3) Calculer y"=f, "(x).

En déduire I'ensemble des pointsd’inflexion de &,.

4) Etudier le signe de f, * . (On ne demande pas de calculer les racines de f, ' .)
5) Etudier les positions relatives de &, et de &) avec A=\’
6) Etudier les variations de f) et esquisser sur un méme graphique, les graphes

pour A<-2,A=-2-2<iA<0,A=0,1>0.

Question 3 : (3 points)

Soient les fonctions f et g définies sur R par
f(x)=(2x-1)" etg(x)= sup f(t).

X<t<x+1

Calculer explicitement g(x).
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Concours de recrutement Epreuve d’analyse
Mathématiques Jeudi, le 15 novembre 2007
15h-18h

I. Soit £, la fonction définie par f, (x) =(x+J1+x’)", m étant un paramétre réel

et C, la courbe représentative de f, dans un repére orthogonal.
1) Précisez le domaine de définition et étudiez la continuité de £, .
2) Démonirez que pour tout réel x et tout réelm, £ (x)=f.(=x).
Démontrez que C_,, est limage de C,, par une transformation du plan que 'on précisera.

Dans la suite de 'exercice, on supposera [: :g

3) Etudiez les branches infinies de C, pour m >0.
4) Etudiez le sens de variation de 7, pour m>0.

Montrez que pour tout réeix edom f,, (£, )(x) =%‘% ]
+

5) Etudiez la concavité et I'existence de points d'inflexion éventusls deC,, et dressez le tableau de
variation de f,, pour m >0. Esquissez C,,C, et C, dans un méme repére orthonorme du plan.
8) Pour m € ]0;1[ U ]i; +oo[ , caleulez la primitive F,,(x) de f, (x) qui s'annule en 0.
' 12 points

Il. 1) Démontrez que, pour tout réel x, on a'2(cos‘ x+sin* x) =1+cos*(2x).

n -

Z sinx-cosx
Cailculez ensuite f’-——‘—;—‘—abc -

® cos” x+sin” x

2) Soit @ un réel strictement positif et # une fonction continue sur [ 0;a] telle que, pour tout
xe[0;a], fla-x)=f().
Démontrez que Arxf(x)cbc=3rf(x)dx.
o 2 Jo

b4 -
Z x-sinX-cosx
isez-en |? ——mm8M89¥— .
Déduisez-en jo P dx. 4 points
s x+sin® x



lil. Dans un repére orthcnormé du pian, on considére la courbe C d'équation

y=2ez.

1) Démontrez qu'il existe un seul peint P d’abscisse x, de C qui est e pius prés de l'origine st que
x, est l'unique solution de I'équation —e® = x et x, [-10].

2) Soit g la fonction définie par g(x)=—e?.
a) Démonirez que g([-1;0]) =[-10].
b) Démontrez que pour tout réet x<[-10], ona: |g(x)—x|< % ES AL

¢} Déduisez-en que g(g(?)) est une valeur approchée de x, a -é- prés.
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Concours de recrutement, session printemps 2008, spécialité : Mathématiques

Epreuve d'Analyse (15-18 h. mercredi 30 avril 2008)

Question 1: (8 points)

Calculer -

a) I=i(jsin5t-costdt)dx
o\o0
$ 2x-7

b J=|—

) !x’—Zx—3dx
2

A
c) JETQK(A) avec K(4) = _[ (x+1)e™dx, et donner une interprétation
2

géométrique du nombre trouvé (on considere A»2)

1

d) lim— | ——dt.
=0 X9 1+t

Question 2 : (10 points)

Soit &, le graphe de la fonction

f, (A réel strictement positif ) telle que {

1)
2)

3)

4)
5)

f(x)=x"Inx, si x>0 et
£,(0)=0 '

Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en x=0.
Dresser le tableau de variation de f, .

Etudier la position relative des courbes &,

Montrer que chaque courbe {, admet la méme tangente en X =

a) Montrer que chaque courbe £, admet un point |, & tangente
horizontale et d’abscisse strictement supérieur a 0.
b) Soit 'ensemble de ces points |, lorsque A décrit 'ensemble des

réels strictement positifs. Caractériser cet ensemble par une équation
cartésienne.

Question 3 : (2 points)

Dans un repére orthonormé on considére les courbes des fonctions f et g telles que
f(x)= Jx et g(x) =x"(n =1). Considérons les points I(1 ;0), J(0 ;1) et K(1 ;1). Les

courbes des fonctions f et g partagent le carré IOJK en 3 parties. Déterminer n pour
que ces 3 parties aient la méme aire.
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